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I 
{ 1. Inleiding: De onregelmatige verdeling van de priemgetallen 
2~3,5,7,11,13,17 ... in de rij der natuurlijke getallen heeft sinds lange 
tijd de aandacht getrokken. Door aftelling uit de tafels der priemgetallen 
is experirnenteel gevonden door Legendre en Gauss, dat de 11dichtheid II der 
priemgetallen in de omgeving van het getal x gemiddeld ongeveer lo~ xis, 
zodat het aantal priemgetallen z x ongeveer 
lT ( x) '-"' 1 o; x 
bedraagt. Het heeft tot 1896 geduurd 1 voor men dit vermoeden van Legendre 







(Stelling der priemgeta llen ( Hadamard, de la Vallee-Poussin).) 
( 1) 
Deze belangrijke stelling zal als uitgangspunt dienen tot tal van andere 
onderz~ekingen op het uitgestrekte gebied der priemgetallen, welke onze 
aandacht in de loop van deze cursus in beslag zullen nemen. 
Als litteratuur wil ik noemen: 
E.C.Titchmarsh: The Theory of the Riemann Zeta-function, Oxford 1951. 
A.E.Ingham: The distribution of prime numbers, Cambridge Tracts No. 
30, Cambridge University Press, 1932. 
E.Landau: Vorlesungen Uber Zahlentheorie II, Leipzig 1927. 
T.Esterman: Introduction to Modern Prime Number Theory, Cambridge 
Tracts No. 41, Cambridge University Press, 1952. 
Voor grondige studie, vooral wat betreft de historische ontwikkeling, is 
het klassieke standaardwerk van Landau: Handbuch der Lehre von der Ver-
teilung der Primzahlen (twee delen 1909) van onvergankelijke waarde, 
hoewel hierin uiteraard slechts de resultaten van voor 1909 te vinden 
zijn. 
§2. Analytische behandeling van problemen der priemgetallen. 
Invoering van de Zeta-functie. 
Hoe kan men de onregelmatige rij der priemgetallen aan een regelmatig on-
derzoek onderwerpen? Een verband tussen de rij der priemgetallen en een 
regelmatig verlopende functie ls reeds ontdekt door Euler (1737), maar 
eerst volledig uitgebuit door Riemann in 1859 in zijn fundamentele ver-
handeling ''Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gr~sse" 
(Monatsber.d.Preuss.Akad.d.Wissensch. 1859, 1860, 671-680,) Ges.Werke 
(1e Aufl. 1876, 136-144, 28 Aufl. 1892, 145-155). 
0it verband wordt gegeven door: 
Stelling I 
..,.OO-- 1 ,--r· 1 -1 
c: (s)= ·; ~ = i \ (1- -;;-) ) ,_ ,- 1· ,::, p ·~ n:= n p 
J.__ ( s)) 1. 
waar het product wordt uitgEStrekt over de rij der priemgetallen. 
Bewijs: 
+ ~ + 
N s 
2 
0 •••• ) ;:::. 
waarin N1 ,N2 •••• 
Voor 6{ (s) > 1 is 
getallen zijn > N: Stel s=O- +it ( (r> 1). 
l 1 1 1 "J 1-s +-c, + ••••. /z r + 
lN N"' -.._(N+1)' 1 2 
/ SP 1-v / dx _ N __ , O N _ > ,,, 
"-- •'N ? - u-'1 · voor ·➔ CD, v 1. 
1 





Jpmerking: In het bovenstaande bewijs ligt opgesloten, dat de reeks 
00 1 ~ ns ( 3) 
n=1 
absoluut en gelijkmatjg convergeert in het gebied C ?;C" 0 > 1. 
De door (3) rechts van de verticaal o· =1 gedeflnieerde functie stelt dus 
een in dat halfvlak analytische functle van de complexe veranderlijke s 
voor. Dit is de beroemde Zeta-functie ~ (s) van Riemann, waarmede wij ons 
uitvoerig moeten bezighouden. 
Het product J) ( 1- -;.) staa t bel-cend a ls het product van Euler. Voorlopig 
: p 
~s deze functie alleen bepaald in een halfvlak. Het is voor de theorie 
van de priemgetallen van het grootste belang deze functie analytisch voort 
te zetten, zo mogelijk in het gehele complexe vlak. 
U:l t (2) kan onmiddellijk voor G"") 1 een verband tussen het aantal priem-
getallen .C X= 1f(x) en de ·s -functie worden afgeleid. 
log) (,1)= -L log(1- -;-)= -~ ~iT(n)-7(n-1) 1jl log(1- n.18 ) = p p n=2 I 
N ( , 1 
= -ltm 2 1 it(n)- 7C(n-1)}log(1- -) = 
N ➔ oo n==2 1 -' n 8 
N 1 .~-1 
= -1 im \ T~. iT ( n) 1 og ( 1- 8 ) - L_ _ T ( n) log ( 1- 1 sJ = N ➔ co l n=2 n n=1 (n+1) · 
-3-
= -lim -l )_N · K(n)f log(1- 18 )- 1 o g ( 1 - 1 ) ( + Tl ( N ) 1 o g ( 1- 1 -)\ = ( n +1 ) s ~ ( N +1 ) 8 J N-iCO n=2 l n 
-. N. f1+1 
= + 1 im ) 2___: 7T ( n ) / 
N-➔ co l n=2 Jn 
TL (x) dx 
x(x 8 -1) 
sdx - iT(N)log( 1- 1 )\-
x(x8-1) (N+1) 8 J -
(wegens rr (N)~ N). 
Indien het nu mogelijk zou zijn, om uit de integraalvergelijking 
(X) 
( 
log~ (s)=s / 
,J2 
7r (x) dx 
s • 
x(x -1) ( ~ > 1) 
de onbekende functie ~ (x) op te lossen, door deze uit te drukken in de 
bekende functie ~ (s), zou er veel, ja bijna alles gewonnen zijn. 
Dit zal inderdaad mogelijk zijn, nadat wij ans uitvoerig geori~nteerd 
hebben ten aanzien van het gecompliceerde gedrag van ~ (s) in het comple-
xe vlak. Wij kunnen echter reeds nu de voor het vervolg uiterst belang-
rijke stelling signaleren: 
Stelling II. De functie ~ ( s) bezi t geen enkel nulpunt met CJ> 1 _. 
Dit is een onmiddellijk gevolg van ( 2), daar alle factoren 1 1 / O zijn. 
1- -
PS 
Of \ ( s) nulpunten bezi t, is zonder meer niet ui t te ma ken met behulp 
van (2). Het zal spoedig blijken, dat dit inderdaad het geval is (uit de 
aard der zaak met v~1). Het zal dan verder blijken, dat het gecompli-
ceerde gedrag der priemgetal-problemen ten nauwste samenhangt met de ge-
compliceerde verdeling van de complexe nulpunten van ~ ( s). 
~ 3. Analytische voortzetting van S ( s). Functionaalvergelijking voor 
~ ( s) . 
Het hoofdonderwerp van deze paragraaf is het bewijs, dat ~ (s) een func-
tie vans is, die analytisch is in het gehele s-vlak, met uitzondering 
van het punt s=1, waar S ( s) een enkelvoudige pool be zit met residu 1 ... 
Verder zal blijken dat S ( s) voldoet aan de functionaalvergelijkin~: 
S ( s ) = 2 8 7T 8 - 1 s in 8 ~1 -\ ( 1 - s ) S ( 1-s ) . 
Van deze stellingen zijn tal van bewijzen gegeven (Titchmarsh vermeldt 
er een zevental). Wij willen hier volstaan met een der oorspronkelijke 
eenvoudige bewijzen van Riemann. 
Bewijs: 
Voor r:-;,1 
Nu beschouwen wij de integrlaal 8 _ 1 
I(s)= ¾- dz, 
Ce -1 
waar1n C een contour is, welke begint 
ln +m , in + rlcht.ing om O lo opt~ de pun-
ten + 2 7C 1, + lf t 1 etc. bu1tensluit en 
weep tePugl;:eert naar +ro. 
2 -;-1=8 (s-1)1 z 
1 z re eel voor z reeel > 0. 
em cerst. vaor C de volgende eenvou-
d contour 
r'-jl>-~--~-<~l~ -- :·-· --::-··--·-E_·--:::::~:::~-----
~- ✓ ~--· 
. i j s-1 j ((i-1) log r..; -t arg z s-1 2 IT(tl. de c:1.rkel is z =e \ <..r e ; 
r, -. \ 
I , \ , ,c. ' ' 1 1 1 
voor lzl (1 is /e 2 -1/>lzi/1- 122 , -T ... />izl\1-½(1+-3 +~ I" . • • ' 3 
















Dus voor (; ) 1 
!cp 
dx + L 
·0 
is 
(xe 27r1)s-'1 2 _; d ( i1 _s .,, ) X= e - , 
X 
e - 1 
- Tl i s ·-- /' s 1 
;: ( 8 ) = _e ___ , ~( _1-_o_) z -




De integraal I(s) convergeert gelijkmat1g naar sin ieder eindig s-gebied. 
Zij stelt dus een gehele functie vans voor. 
De uitkomst (4) levert dus de analytische voortzett~ng van 3 (s) 
over het gehele s-vlak. 
De enig mogelijke singulariteiten z:::..jn de polen van l- (1-s), dus S':"1,2.,3 .... 
Wij weten reeds, dat ~ (s) analytisch is voor s=2,3, .... (Inderdaad is 
I(s)=O in deze punten volgens de stelling van Cauchy.) 
Het 




-i T, S :-( 2 ) ,,. S-1 
€ I -S I Z 
= lim - 2 r, 1 j ez _1 dz= -1. s ➔ 1 C 
voor S=1 ls dus 1 . 
4 
/ s-1 I _z_ 
./ z ,1 C e - , 
dz::;.; 








~ (0)= -½., ( m=1., 2, ••• ) . 
Afleiding van de functionaal-vergelijking. 
Neem 
,. s-1 
/ z dz 
I Z 
..,, e -1 




Grote cirkel en met straal (2n+1)7c. 
De integrand heeft enkelvoudige polen 
in de punten z=+21ri,.±:.41U, ... +2ni'f1. 
-- . --~-. -( -/ CCC--:"=--, . --
De r~siduen in 2m 7i i en -2m iTi bedragen 
samengenomen: 
.,r +3Tii 
( 2mlTe l 2 ) s-'1 +( 2mife ~) s-'1 --
=( 2m7r) 8-1 e1 ·1,( s-'l) 2 cos-;. (s-1)= 




-I(s)= 4 __ . iITs . 11 s ~:/P. .. ( 2 17 )s-1 
- 11 ie sin ~ ,!...... m, • 
m=1 
Neem nu n.., co en v-< O. 
Op en is -¾- begrensd; I z 8 - 1 I=)( 2n+1) uj r,- -'le-t 'I 
e -1 
.--;;,. o voor n ➔ m., dus 1-~ 0 • 
en 
- rr is 
I(s)= 2 /t ie c) (s)= 4 r.· ie Tiis sin r;s . (2 iT) 8 - 1 ~ (1-s), 
r(1-s) 
of 
~- ( ) s s -1 Ii s /-( ) ( 1 ) \ s =2 7T sin - 2- 1-s (~ -s . 
Deze uitkomst geldt voorlopig voor ~< o. 
Omdat echter linker- en rechterlid analytische functies vans zijn in 
het gehele complexe s-vlak met uitzondering van het punt s=1 geldt de 
functionale relatie 
~ (s)=2 8 )T" 8 - 1sin ~s -I (1-s) <~ (1-s) 
voor alle waarden vans. 
(5) 
Opmerkingen: Wij zagen reeds, dat ~ (-2m)=O. De functie $ (s) bezit dus 
in de eerste plaats de nulpunten S= -2m (m=1,2., .•. ). Dit zijn de zgn. 
triviale nulpunten. 
\Wij zullen later aantonen., dat de zeta-functie ook nog complexe nulpunten 
lheeft. Deze zijn echter niet ·zo eenvoudig te localiseren. Voorlopig 
r.nerken wij op., da t ui t ( 5) volgt voor (J" < 0., sf. -2m 
S ( s) f.o 
omdat alle factoren van het rechterlid van (5) dan -/-0 zijn. Ajle verdere. 
eventuele nulpunten van ~ (s) blijven dus beperkt tot de zogenaamde 
"kritieke strook" O ~ Cf 1. Wij zullen spoedig zien, dat er inderdaad 
. . ., 
,./ l 
! 




cne.rn'H~; vele nulpt,nten 'binnen deze strook 
z :~ ,:n €:,e lei:;:en ..::·:1 °1e le overweglngen voeren tot 
het beroemd~ nos steeds niet bewezen ve~moeden 
v2n Riemann, dat al deze nulpunten gelegen zijn 
c_1p de halvc:0 ::.n,;;sll,Jn G"" ==½. 
Met behul!) vc:rn de bekende 11 verdubbelingsformule 11 
voor de '-1°i.J:1c tie 
Ie:in (~>) warden omgezet 1n 
------==----= (1-s) 
we Hee ccnve rgeert in de :·rymmet r·ische gedaa nte: 
s 1-s 
7l - ~ i-( 23 ) \ (s)=if- -y :-(1; 8 ) / (1-s)., of g(s)=g(1-s), 
J ' L J 
rnet s 
g ( S ) = ,T[ - 2 i-· ( ; ) (~ ( S ) • 
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II 
?4· De stelling van Hadamard en de la Vallee-Poussin. 
Wij zagen reeds dat S ( s) geen nulpunten bezit voor (J > 1. Wij zullen 
zien, dat alle verdere successen berusten op het uitbreiden naar links 
van het gebied, dat vrij van nulpunten is. Het eerste belangrijke resul-
taat is de volgende stelling van Hadamard en de la Vallee-Poussin (1896). 
Stelling III. S ( s) bezi t geen nulpunten op de rechte CY ='1. 
Bewijs: Het bewijs berust essentieel op de elementaire ongel:jJkheid 
Voor u) 1 is 
waarin 
1 
C = -n m 
C =0 
n 
3+4 costJ +cos 28 =2(1+2 cose +cos 28)=2(1+cose) 2~o. 
log\(s)=L 
p 
q:)_ - '1 __ Q:l__ C n 
"·•. -- - ", 
,,,,-;__ ms - ✓.:. __ ns 
m==1 mp n=2 
de ) voor n=m-~ macht van een pri~mgetal 1 
J 1 ~ C ? 0. . n in alle andere gevallen. 
I c_ r--· , 1 /"0 Ji?- c n ,m c n cos ( t 1 o g n ) log S (: +it)1 = V\?".-- ·J +it = c- ,;· 
n==2 n n=2 n 
log/ ; 3 ((;~). c./(v-+it) c (q +2it)/ =~en_~ 3+4 cos (t log n)+cos(2tJcgn'bo 
J n=2 n , 'P 
of: 
f ( J-1) t· (u)i 3 /1 ~ (~+ti) \4 \t ((1+2ti)\ _), ~ (CT> 1) l ') J J -1 I ) ! 1/ G'- I (1) 
Stel: 1+ti(t~ 0) is een nulpunt van ~ (s). 
~ (s) analytisch voor s=1+ti en S='1+2it, en ~ (s) bezit een pool van de 
1~ orde met residu 1 in s=1, dus lim (1-1) ~ (j-)=1. 
Volgens onze veronderstelling gaatu(1Y over in: 
lj +ti) - ( 1 +ti) 
((i'+ti)-(1+ti) 
Nu v-1. Linkerlid nadert tot de eindige limiet: 
1. \ S 1 ( 1 +ti) \ . l c; ( 1 +2t i) I 
Rechterlid -➔ m . Tegenspraak! 
Wij zullen spoedig het nulpuntvrije gebied nog iets uitbreiden links van 
de rechte (J =1. Daartoe hebben wij enige schattingen met betrekking tot 
~(s) en verwante functies nodig. 
-8 .. 
~ 5. Schattingen en ongelijkheden. 
Wij bew~zen eerst: 
Stelling IV. Voor iedere willekeurige positieve constante A geldt in het 
giebied 
1- A .::. 1;- i. 2 log t - -
t > eA ,,">, 1 
g elijkmatig 
~ (s)=O(log t) 
., 
d .w.z. 




Voor v) 1 is C ( s ) - ·<, N . -2,_ = ~SI)_,_ ...1.. 
) ,,- S L,___ 8 
'fi=1 n n=N+1 n 
m /4-[xl -X¼21 ~m_ {nn+1 L-x:-J -x~21 ,w.. £1 (-21 -y)dy s - dx- s - dx- '> s ....u:...-::-:__.,__ = s+1 - --- s+1 - ,:::._.___ ( ) s+1 
. x n=N _ n x n=N O y+n 
\ 1 1 - oo 
( 1 
\ I 1 00 1-2-Y) 1 _ dy =z ½(l+ 1 )- dx= (y+n)s \o O (y+n)s) n=N ns (n+1)s xs 
1 s::;:...CO- 1 
= 2Ns + n£N+1 ns 
N1-s 
s-1 
Uit (2) en (3) volgt: m 
1 /-
(, ( S )- - - =S / 
' ;;r- s / 
·· n= 1 n lN 
l 1-S -S [x) -x~ dx+ N _ ~ 




Linker en rechterlid z1Jn analytische functies vans voor v> 0 (s/1). Dus 
door analytische voortzetting geldt voor v) 0, t) 1: 
N 00 1 --
, ( ) ~- - 1 ( { dx ) ( N - .,) ( _.;-) S s - ~-- 8 =0 t ,:,+1 +O -t- +O N . 
1 n ✓ N . x 
Kies N=[tj , dus n~ [~i ~ t, dan is in het beschouwde gebiedf1- 1 At <G-~ 2 og .__ -.. 
A log n · ~t ;> eA > 1 
I -s1 -G" -G-· log n -~'1- log t)log n -1 A log t.1 -1 A n l =n =e _{. e =n e ~::.: n e • 
~ ( s )= t O (~) +0(0 >) +O ( N ~,,~) +o(N-U)= 
=O(log N)+O(~)+O(t)+o({)=O(log t)+0(1)=0(log t). 
Stelling V. In hetzelfde gebied is 
Bewijs: Uit 
N 
~ I ( S ) =0 ( 1 Og 2t) • 
(4) volgt: 
~ I ( S)= -~- log n s 
n 
[
CD r J- l N1-slog N 
+ N i..X -x+g (1-s log x)dx-




4 {- r 1'0 C-, ( 3 ) =O) 1 og n + 0 _( d_x ) +O ( t I log _x dx) +O ( N - log 
) -- 7 n ~ 1 0 +1 t 
,. X JN X 
1-v - -ri 1- 0 
(-N-)+O(N-ulog N)=O(log N) 2 +o(~- )+o(! log_N)+O(N log 
t2 .I v N . t 
gelijkhe,~en. 
Vo::: r 2 _} ,J ) 1 Vol gt u it ( 1 ) : 
J. 
~ '. M log· 1 t 
1 )(- ..-,)'( ·-)fi 1 if(r:- r,•t)\'1 ./ 1 ( ) 
: ':) (.,+it ) I ~~ ,' - I () . ) ~ ( V -1 ) ~ I') u + c'. l I ,.__ ( () -1 y¾ M '1 ) 0 
Voor 2.), r.r,~ 1- 10: t volgt ui t stelling v 
.rJ 
/S.(1+i~)-$(-:.-+it)/ =1\-/. \' (u+it)au\ < M2 \ ;--'1\ log 2 t (M2 ) o) 
'~ . 
Dus voor 2 _)-G' .> 1 : 
I <;(1+it)-~((i-+it)i <.:, M2 ( -1)1og2t. 
\ ~ ( '1 +it ) I = \ ~ ( (f +it ) + \ \ ( 1 +it ) - ~ ( ci +it~\ ) 
3 
\\((.T+it)( -j!(1+it)-\(T+it)\\ / ('1 - 1t -M (CJ-1)log 2t, 
, > ) / M1 log'1 t 2 
.,reg ens ( 5) en ( 6 1 ) • ) • 
Les ~ =1+k log-9 t ., o< 1-<( 1 4 
. (M1M2) 
jc\ (1+1t)j >((~: -M 2k)log- 7t=M3log-7 i:; MJ) O. 
--1 volgt uit (6) voor 2 >~/1- 10: t _, 
\ \ (J. +it ) l = l () ( 1 +it ) + { \ ( ~+it ) - (> 1 +it) ~ I > 
I I I I j 7 2 >I\ ~(1+it)i- 1,<:J•7+1t)-<('1+it)\\>M3log- t-M2.log t(-1-(j) 
/ I., \ M 
') 0 als '1-0 < M3 log-9t. 
, 2 
iermedc is het belangrijke feit bewezen, dat 
~ (s) geen nulpunten bezit in het gebied: 
- M3 -9 
,J ) 1- M log t. 
2 
<ies b.v. 
1 1 I \ 1 1 
\ ~(:r+it) \ = \ nsTI is dan < ~ J M3-M2 
M 3 9 M3 -9 CJ,) 1- -.2M- log- t >1- M log t. 
2 2 
I < ( s ) \ < M2 1 o g T t , du s r 1 = 0 ( 1 o g 7 t ) ~ 3 s(s) 
(J--
~ j" 1 u+it log (/s)= c_ u+it 
~3 J -9 
voor (;) 1- ~ log t. 
2 
9 
=0 ( log t) . 
s 
du+log (') (2+it'-:i)===O(log9t). 
(5) 
(6) 
( 6 r ) 
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III 
~6. Bewijs van de stelling der priemgetallen. 
I.) 
Stelling VI. Wanneer rr.(x) het aantal priemgetallen .s x voorstelt, dan 
is voor x~ c.o 
7f(x)'"'-' lo~ x ( 1 ) 
of 
1 im n- (x { = 1 • 
~00 :x: 
x log x 
Bewijs: Het verband tussen \Cs) en Jr(x) is in f 2 ui tgedru.kt door de 
be trekking 
00 
log \ ( s ) = s ( jZ ( X) dx . fo x(x8 -1) ( ~ > 1) (2) 
Stel r.JO 
W ( s ) = f2 7T" ( X ) dx J2 x 8 +1 (x8 -1) ' (3) 
dan is _00 
logS(s) _ /->(s) --1 Jt(x) 
-----s---- v s+1 dx. 
X 
(4) 
De door ( 3) gedefinieerde functie C,.._) ( s) is meer handelbaar dan log S ( s) 
in (2), want wegens 7r(x) s_ x convergeert de integraal in (3) gelijkmatig 
voor V ~ ½ + S , zoals volgt door vergelijking met 
k"" xf+6 < :½+t -1 ) • 
m. a. w. U ( s) is analytisch en begrensd in het gebied v?: ½ + & . 
Hetzelfde geldt voor 0'(s) omdat 
- ;;oQ s 
w'(s) = 2 7[ (x)log x. 1 - 2x dx xs+1(xs_1 )2 • 
Voor Ei) 1 volgt ui t 





differentiatie naar s: 
00 
+ w ' ( s) = / 7f ( X) ~ 1 g X dx. )2 XS 
( 5) 
-/1-
Wij voeren nu in de volgende hulpfuncties: 
_r1/(:~ + logC~(s) + (..,/(s) = (L, (s). 
) s r 
iUS g(x) 
-x ! 7( ( u) log u d _ ( ) U U - g X j 
0 
= 0 voor x < 2 ( we gens 7f ( u) = 0 voor u < 2) ? 
(x ~du= h(x), dus h(x) = 0 voor x< 2. Jo u 
g' (x) = Tt(x)log x in alle continuiteitspunten x / p. g(x) continu voor X 
X.) 0. 
g(x) =lox -_(·x r( u) /,x 7f i u) log u du ------"'- log u du< 1 log u du = x logx-x + 1 < j 1 u 
<_ x leg x (x >- 1) • 
.ci.:_3ruit volgt door partiele integratie~ 
{") O'J 
/ 
lt' ( s) = s / g(x)x-s-1 dx 
I IQ 
.a) 
Si:: ( 1 - s ) = / h ( x) X s -1 dx 
( 1-s) 2 Jo x 




( ) -s-1 h X X c1x. 
11(x) is continu en van begrensde variatie in ieder eindig interval, dus 
·~ ( x) xk-2 is absoluu t in tegreerbaar over ( O, co) voor k <. 0. Wi j bes chou-
"en nu de 
Stel x = eu 
0.mdat 
~( 1-s) x- 6 ds voor k z O. 
( 1-s) 2 
h(ev)ev(k-1) ·= h(x)xk-1 
is h(ev)ev(k-1) absoluut integreerbaar over (- w, +o:::i) voor k <.. O. 
Tier kan dus het integraaltheorema van Fourier: 
f(x) = 2~ ('° du/_'+~ f( t) eiu( t-x) dt 
J- CJ') -cu 
(vold.voorw,: f(t) absoluut integreerbaar in (- cc,,+D)) warden toegepast. 
Men vindt dan uit (6) 
rn ( X) = h(x) 
X 
/ k+i ",,;j· 
h(x) 
X 
1 j f ( 1-s) x-s ds 
= 21:i k-i<» (1-s)2 (k C 0) 
en 
"c+i , .. .., 
h(x) = 7iT 1/ _ P¥ 
, C-10::) S 
s 
X ds 1 ( C > 1) (7) 
waardoor nu inderdaad h( x) door f ( s) ( dus door ~ ( s)) is ui tgedrukt. 
De integraal in het rechterlid van (7) convergeert absoluut 9 omdat 
' I . ( ) S (s) + log~(s) 1( ) / s = - ~f ( s ) - - ( ,j s 
) s 
begrensd is voor C:-- 4-' 1 1 behalve in de omgeving van s = 1. Hier is: 
1/() 1 l 1 1 ';() / s = s-1 + og s-1 + • • • = s-1 + Y 8 9 ( 8 ) 
waarin f (s) begrensd is in v~ 1 j ls-1l ~ 1 9 terwijl f (s) logarith-
=isch oneindig wordt voor s -~1. Uit (7) en (8) volgt: 
h(x) = 2 ~1· ;·c+.iu.:> xs 2d□ + ~7T1 . / c+i/7.) 'f(s) xsds ( c > 1). 
11 c-1w ( s-1) s c:. ic. 1 / c-ico ~ 
De eerste i:Erm. kan worden bepaald door contourintegratie i en is gelijk aan 
de som van de residuen en de polen links van ( c-iw, c+ioo), nl. de polen 
s = 0 ens= 1. De som van de residuen is 
x - log x - 1 0 
In de 2de integraal integreren wij over de ingetande rechthoek (cirkel 








x-1+ _-2£_ y(1+it) xitdt. 
2 ,r - w ( 1 +it) 2 
+".'.) 
1 h(x) =1- log x 
- -
1 /,. f: ( 1 +it ) 8it Jcg x,::J.1-. + 27f' 2 Uu X X X /-aO (1+it) \ I 
Nu x-, oo. 
De laatste inte€:¢'aal nadert _dar. tot 0 1 
volgens het theorema van Riemann-Lebes-
gue, dus 
1 . h(x) 1 J-!/1 r,,) -x- ::::: . 
Hi~ruit kan nu gdmakk8lijk de stellj.ng 
der priemgetallen warden afgeleid. 
MATHEMATISCH CENTRU:M, 





o.l.v. Prof, Dr S.C. van Veen 
4~ Voordracht,12 NO\el11ber 1952. 
IV 
§ 6~. Vervolg bewijs van de stelling der priemgetallen. 
Hulpstelling: 
Als f(x) > O en niet-afnemend is, met 
1 im .:!. ) f ( u) du = 1 , 
x-ao X 1 U 
dan is 
lim f(x) = 1. 
x-eo x 
Bewijs: 
~ > o. 
( 1- &) X < f 142-- d t <. ( 1 + 6) X VO or X > XO ( J) • 
1 
Voor iedere positieve waarde van~ is dus 
x(1+~) x(1+e) f J f(u) du= f f(u) du - J f(u) du .i::.. (1+<l)(1+t.)x - (1-tl)· 
X U 1 U 1 U 
:: (2 cS+E.+Jt:)x. ( 1 / 
Daar f(x) niet afnemend is, is 
x(1+£) x(1+l) ((1+€.) j f(u) du~ f(x) f du) f(x) 
X U X U X 
( 2) 
Uit (1) en (3) volgt: l 
f ( X) < X ( 1 +~ ) ( 1 + s + ~ ) • 
Ne em b • v. c = ,/J 
ITm f(~) ~ 1. (3) 
Analoog: 
X X x(1-£) 
[ ill. du= J fitl du - f fitl du ) 
x(1-t)u 1' u 1 u 
(1-J)x - (1+b)(1-t)x = 
= (al - 2 f, + l)x 
X X J f(u) du~ f(x) [ 
x(1-l) u x(1-l) 
X 
du < f(x) J du = ~ f(x). ( r 
u x( 1-l) x(1-€) 1-E. 
Uit (4) en (5) volgt: 
6 26 f ( x) > x( 1-£) ( 1 + - T), 
- 14 -
dus voor l == V°"i : 
1 . f( x) ~ 1 
--2:.!£. X ~. 
Uit (3) en (6) volgt: 
lim f(x) = 1 
X-o::> X ' 
w.t.b.w. 
Slot van het bewijs van de stelling der priemgetallen. 
X 
I h(x) = r &_tl du 
0 u 
( pag. 9). 
Wegens 
h(x) lim X ➔ o::. 
is 
lim X➔ tr.1 
dus wegens 
lim X ➔ c:o 
II g(x) 
X = 1 (pag. 10 onderaan) 
X 







= 1 • 
'7T(u)log u du (pag. 9 bovenaan). 
u 
Weeens (8) is 
X 
lim 
X ➔ co ! j 'Jr ( u) 1 o g u du = u 1 ' 
dus wegens de hulpstelling 
1 . 'it( x) log x _ 1 / G. --------------------lffi -'--__,_..._ ___ - .




waarmede de stelling der priemgetallen in haar eenvoudigste formulering 
is bewezen. 
~ 7. Bewijs van de aanwezigheid van oneindig vele niet-triviale nulpun-
ten van C... (s) bi~nen de kritieke strook. 
Het bewijs van de exintentie van deze nulpunten (Hadamard, de la Vallee-
Poussin) is gebaseer~ op een aantal eigensschappen van de gehele functie~. 
Stelling VII. f(z) a~alytisch in het cirkelgebied I z-z 0 \ ~R; f(z 0 ) ~ O. 
Als f(z) ten minste .1 nulpunten bezit in \z-z 0\~ r .(R, dan is 
(R)n L M :r -- f ( z ' 0 (9). 
Hierin is M = max j:(z)\ op j z-z 0 \ = R. 
Bewijs: Zender beper!ing nemen wij z 0 = 0 (anders z = z 0 +z'). 
Stel dat f(z) in\zl ~r de nulpunten a 1 ,a2 , .•• ,an bezit (meervoudige nul-
punten naar hun vee:voudigheid gerekend). De functie 
en 
:i. R2- a z 
-r m lf> ( z ) = f ( z ) m= 1 R ( z-a ) 
m 
(am= toeg.compl. van am) 
-,.-:..,. ,.+~ ,..,,.,11 -i"l \Z' ~ R. Voor I zj = R is 
\ :;:_~; \ = 1, 'lue \V,(z)I = I f(z)j I!: M voor \zf= R, dus lip (O) )kM 
- 15 -
\ f ( 0) I = I Cf ( 0 )/ T/ \ :m I L M( ~) n w. t. b. w. 
m=1 
C.-0 . 
Stelling VIII. f(z) = 2, c (z-z )n analytisch in \z-z 0 l i..R 0 n o 
Dan 
0 
1 = • 
Re f(z) LU in \z-z 0 \ LR. 
is: 
2(U-Re c ) 
\ C \!::: 0 
n n ' R 
0 2=. in \ z-z 0 \ L. r z R is \f(z) - f~z 0 )\ ~ R:~ \ U - Re f(z 0 ) }· 
0 3=. \f(m~(z)IL 2R 1 {u - Re f(z 0 )l~ (m=1,2, ••• ). I m. \- (R-r)m+ J 
Bewijs: Zander beperking z 0 = o. Stel 
CQ 00 
(p ( z) = U - f( z) = u - C - L cnzn = 2- bnzn 0 1 0 C = cirkel \Zl=r<R. 
b =~f (p(z)dz _ 1 n f" (P+iQ)e-nie ae n+1 -n 7r 1 C z 2 7rr -Jr 
waarin 
f/(reiQ) = P(r,~) + iQ(r,0 ). 
Evenzo levert de analytische functie: (D(z)zn-1 
+7' T 
()z\<'..R). 
(n ~ 0) 
1 ( ( ) n-1 rn \ ( . ) ni0 
O = 27ti JCf z z dz= 2 ?C lr P+1Q e a0 (n~ l) 
dus ook 
( 10) 
( 11 ) 
( 12) 
( 1 3) 
( 14) 
+'Jr 
2~n ) (P-iQ)e-ni~ d~ = O. (15) 
-rr 
Uit (14) en (15) volgt: 
+w-
b rn = J__ ) Pe -ni e d {) ( n ~ 1 ) • 
n 7r -1r 
Voor lz\ i.. R (dus op C) is P = U - Rf(z) ~ 0 (volgens (10)) dus voor n~ 1 
+11'" 
\ bnl rn L -1 f Pd0- = 2Re b0 (wegens ( 14)). 7r -iT 
Dus voor r ~ R: 
\ bn\ Rn ~ 2Re \ = 2 t1 0 (n>-1) 
= 2(u-Re c0 ) 
waarmede (11) bewezen is. Uit (16) volgt: 
\ (p(z) -lp(O) \ = \ f bnzn I£ f= 2 f>o(~)n = 
1 1 
waarmede (12) bewezen is en voor m >- 1: 
ca 2 f-4 orn-m 
\c.pm(z)!~ C n(n-1) ••• (n-m+1) 
n=m 
waarmede (13) bewezen is. 
( _!.)m 2 fioR 
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VI 
, § 7~ (Deze paragraaf komt in de plaats van § 7 ui t de 4~ syllabus p. 14) • 
~telling VII~ (Stelling van Jensen). 
· f(z) analytisch in het cirkelgebied lzl~R. f(O) f. O. 
f(z) bezit binnen deze cirkel de nulpunten a 1 ,a2 , ••• ,am (geen nul-
punten op de cirkelomtrek). t 
Pan is: /7T 
! log j f(O) I + {~ log I ~I = -Jr log I f(Reil")\ dlf. 
t•wijs: Beschouw /logzf(z)dz over de gesloten contour met lusinsnoerin-
. ~ gen om de nulp~nten. Binnen en op de 
. log f( z) 
.. 
a,, rand van het omsloten gebied isz 
analytisch, behalve een pool van de 1~ 
0 - orde in de oorspr~jg· Dus: 
1(/. 27Ti log f(O) = ./ log f(Rei'f')id)" + 
/ m J O (1) 
+ ~ • 
j 
·••chouw de kde lus 
j 
k=1 lusk 
= (z-6k)_y1(z); fCz) f. 0 in omgeving van 
log f(z) = logf(z) + log(z-¾:). 
arg(z-ak)II = arg(z-~)I - 27fi. 
Dus: 
/ log f(z)dz + j log f(z)dz = 
z z 
PII QI 
=/ log/Cz)dz _Jr log/(z)dz = -277i J ~z ~ - 2771 log i!:-, 
PII Pr Prr II 
integraal over de cirkelomtrek is 0( 6 log 8)-+ 0 voor J-+ O. Bijdrage 
cxk lus = - 2'TT i log - (CXk op omtrek 
2~ ~ m 
log f( 0) = j log f(ReiY') d (d - ) 
o T ~ 




uit (1) volgt: 
reele gedeelte van deze gelijkheid levert de stelling van Jensen. 
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G-evolg: 
\f(O) j m Rm { M (= max van j f(z) I op cirkelomtrek). 
lJlaJ 
_A.ls de nulpun¾e1n gelegen zijn binnen een cirkel met straal r <.. R dan is: 
\f(o)I ~ M(f)m (zie stelling VII). 
gulpstellin_g (Schwarz): 
f(z) analytisch op en binnen de eenheidscirkel. Verder is in dit 
gebied lf(z)l ~ 1, Verder is f(O) = O. 
]Jan is nauwkeuriger: 
.[f c ~) I ~ I z 1. 
J3 . f,z) . k 0WlJS! - 2- lS 00 
kelomtrek. f f~z) ,~ 
analytisch. Dus I fiz) \ bereikt zijn max o~ de cir-
max lf(z)f op cirkelomtrek. 
lf(z)\ ~ I zl. 
Stelling VIII~ (Borel-Hadamard-Carath~odory). 
C/) 
f(z) = I -- bn(z-z 0 )n analytisch in f z-z 0 j, R. 
0 
U"(f(z) ~ U in !z-z 0 1 ~ R. 
])an is: 
1£ \en~~ 2 (U-n"otco) (n = 1 ~2?3, ••• ), 
R 
in i z-z 0 1 ~ r < R is \f(z)-f(z 0 )' ( R~~ { U-Olc 0 } , 
3£ lf(m)(z)\/ 2R. (u_')?cl (m = ) m' ~ m+1\ oloJ 1,2,J, ..•. 
· (R-r) f(z)-f(z) 
::Sewijs: Beschouw F(z) = f(z)-{f(z )+2(U-'Jf c )} (a.us F(z 0) == 0) 
V O O· 
). 
( 1 0) 
( 11 ) 
( 1 2) 
( 1 3) 
( 1 4) 
f ( ~Fco -a.--· f ( z0 ) +2 ( U-Oj_( c0 ) :::e;~ z~ ~~~; v~/~:g;:0::/:e~d~~n-
dus 
lF(z)I f I voor I z-z 0 1 < R. 
--r-----'-1----------u Volgens de stelling van Schwarz is 
0 U 
voor l z-z 0 j ~ r < R. 
I F( z) l <.. 1 z-z ~ It· 
0 
Uit (14) en (15) volgt: lf(z)-f(z0 )j ~ f \f(z)-f(z 0 )1 + ¥,CT.T-ofc 0 ) 
of: \f(r)-f(z 0 )I~ R~~(U-oEc 0 ) (12) 
( 1 5) 
- 18 -
z is willekeurig punt binnen cirkel met 
straal r om z 0 • Beschrijf cirkel c1 om z, 
die cirkel met straal Rom z 0 inwendig 
raakt. 
f(m)(z) - 1 ff(u)-f(zo) 
~ ----....-- du m = 1 , 2;3 ••• 
m ! - c. Tr 1 C1 ( u-z) m+ 1 
u = z + { R-1 z I} e i<f . 
f ( m) ( z) 1 1 [ ( } · 
m! = 27Ti Z }m . i '\. f(u)-f(zo) e-mi'f du? R-1 zl J 
(16) 
0 = 2'fii f{f(u)-f(z 0 )} (':1::z)m-1 du== 
c1 ( 17) 
~ 277\ {R-lzl}m 1 i{f(u)-f(z 0 )} e-mi<p d'f. 
Uit (16) en (17) volgt: 
f(m)(z) 
m! 
Deze uitkomst is nauwkeuriger dan de te bewijzen uitkomst (13) wegens 
R ... I z I ~ R - r. 
Dus: 
lf(m)~z)I< 2{u-£tc0} < 2R{u-1fc~} (zie (13 ). m. (R-r)m (R-r)m+ 
Voor z = 0 vinden wij: 
I c I < \ f ( m) ) o) I< 2 { U-ot co} ( 11 ) • 
m m. Rm 
§s. Eigensohappen en definities in verband met de theorie der gehele 
functies. 
Wanne8r er bij een gehele functie f(z) een getal A> 0 bestaat, zodat 
A 
f(z) == O(er ) voor I z I == r-. en, 
dan heet de functie f(z) van eindige orde (Hadamard). Men noemt 
inf A = g f+e. 
de ~ van f ( z) 1 d. w. z . v o or i e d ere f. ) 0 is f ( z) = 0 ( er ) of 
l I p+t f ( z) < K er (K i .h. a. afhankelijk van l.,). 
- 19 -
Als K onaf'hank:elijk van€ is, dan is f(z) = O(erf). 
Voorbeelden: 
f(ez) ;:: 1, f (cos\tz) = ½, f(zez) = f (ez log z) = 1. 
Onder n(r) verstaan wij het aantal nulpunten ak van f(z), waarvoor 
1 ~t ~ r. 
Verge/k:~;)::t=a:J,.ui.J~:::,:;:e::)~::l~i::g~:~0:;~sen 
(St. VII~) geeft: 
0 0 
Stelling IX. Als f( z) is van de orde f , dan is n(r) = O(rf+£). 
Bewijs: 
log If ( rei0 )\ <.. Krf+t (K slech ts afhankelijk van€. ) • 
Wegens (18) is: 
5,I' n(x) < />+£ J x dx K r2r • 2r 
n(r) n~et-afnemend➔ / n(x)dx~ n(r) 1 dx = n(r) log 2 dus 
r X ~ 1- X 
2r-
n( r) <. 1 1 2 J n( x) dx < Ir r f+ e w. t. b. w. 
- Og O X 
Ruw gezegd: hoe hoger de orde~ hoe meer nulpunten mogelijk. 
Stelling X. Voor o< >f is f:. I a 1-C< convergent. 
n;::1 n 
Bewijs: voor 0() f > f is n(r) <:. Ari' 
of n < Al an\/l • 
laJ-o< < A7f, n- ~ dus L Ian\ -ex convergeert. 
( 18) 
Tiefini tie Men noemt f 1 = inf o< ( voor alle posi ti eve getallen o< waarvoor 
[:Jan 1 ... O< convergeert) de convergentie-exponent van de nulpunten. 
·•. Ui t het bovenbewezene volgt: 
f, ~ f 




E(u,0) = 1-u 
u2 uP (primaire factoren) 
E ( u, p) = ( 1 -u) e u + T + ••• + P ( p = 1 , 2 , ••• ) 
dan is het product: 
co 
1T E(: ,p) 
n=1 n 
convergent voor alle waarden van z als p+1 > f 1 , want dan is 
L]a:lp+1 
convergent. Di t geldt a fortiori, als p+1 > f . Het kleinste gehele e.e-
tal p, waarvoor L:.la:JP+1 convergeert,heet het geslacht van f(z). 
Als f 1 niet geheel is, dan is p = [ f ~' 
als f geheel is, dan is {P = f_ 1 als [Ian\ -r 1 divergent is. 
1 p = p 1-1 r; " convergent tt • 
0nder alle omstandigheden is: p !!;,f 1 , f . 
Stelling XI. Het factorisatietheorema van Weierstrass-Hadamard. 
f(z) is een gehele functie van eindige ordef met nulpunten 
a1 ,a2 , ••• , f(0) f o. 
Dan is: ~ 
f(z) = eQ(z) 1T E(: ,p), 
n=1 n 
waarin Q(z) een veelterm is van graad( /J. 
. I 
Bewijs .. (Landau M.Z. 26(1927) 170-175): )) =ff J dus p ~ v . 
( d t { ft ( z )} = Q (" + 1 ) ( z) _ v ! r. 
az f\ZJ n=1 
Wij zullen bewijzen: Q(1 +1 )(z) = 0. 
Stel: 
Voor } z I = 2R, l a I < R is n .._ t1- az ,~1 dus 
n 
0( 8 (2R)f+£). 
Di t geldt dus ook voor I z I< 2R. · •. 
1 





t hR(z) = log gR(z) (met h~(O) = O); hR(z) analytisch voor\zl~R. 
Wegens ( 19) is ?f {hR ( z)} < K RP+t, dus we gens stelling · VIII~ ( omda t 
hR( z) analytisch is voor I z I~ R): 
h(\)+1)(z) ~ 2R('V+1)! K r:._f+f! v-oor lzl= r< R. 
R "' (R-r)\)+2 
- :::'.l -
Dus voor I zl = ~: 
hi~+1)(z) = O(Rf+l-~-1). 
Dus: 
1 
= O(Rf+t-~-1) + 0( 
voor lzl = ~' dus ook voor \zl(~. 
We gens v +1 ) f zal de 1 ~ term-+ 0 naderen voor R-t C/01 
oak de 2~ term --)·O, omdat [_ \+1 convergeert. I an! 
De linkerkant is onafhankelijk van R, dus Q(z) is een veelterm van 
graad~ f . 
Stelling XII. Voor een kanoniek product geldt: f 1 =f (dus de orde = 
de convergentie-exponent). 
js: Wij wet en reeds, da t voor iedere functie _p 1 ~ _JJ. Dus w13 moe-
ten nag bewijzen, dat voor een kanoniek product P(z) gel.dt: f<f._1 • 
log\P(z)\= L loglE(: ,p)l + L. log\E(az ,p)j=L.1 +L2 , 
r n~ kr n r n ') kr n 
~waarin rn = i a t, r = J z 1, k is een reele constante ';> 1. 
, n I 
{voor L 2 geldt (wegens : <} < 1): [ n 
log/Ee: ,p)t~ l log E(~,p)t < p!1 (: )p+1 + p!2(: )p+2 + ... = 
n n n n 
\ 
p+1 - 1 } ~ I p+1 ~ 1 } 
= o r +T , dus L-2 = o,r L-- u+i . ( r n) P l. r n > kr r; 
als p =/1-1, dan is ~ 2 = O(rP+1 ) = O(rf1). In alle andere gevallen f 1 + E. <p+1 , als E. klein genoeg is. 
~ ~ f> +f-p-1 -?1-t 
rp+1 L-...- rn-p-1 = rp+1 L...-- rn 1 rn < 
rn> kr rn> kr 
+1 f1 +E-p-1 r -f1 - £ f1 + e 
<. rP (kr) L._rn = O(r ). 
Voor L.1 geldt: I u I = ':n \) ¾, dus: 
log\E(u,p)\!.S log(1+lul)+ '-,J + ¥ + ••. + 1; 1p -'..K\u!P 
(K is slechts afhankelijk van k), dus 
L. < O(rP L r-P) = O(rP L r f1+l-p r -f1-£.) = 
1 r , kr n r ,t., kr n n 
n n~ 
= o{rP(kr)f1+t-pL.r -J1-£}= O(rf1+e). 
f +£ n 
log\P( z) f < O(r 1 ) voor iedere e > 0. Hiermede is het gevraagde 
bewezen. 
MATHEMATISCH CBNTRUMi 
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VII en VIII 
Stelling XIII. Als f f. geheel getal, dan is t_1 = p . 
Bewijs: Onder alle omstandigheden is p 1 ~JJ (St. X). Veronderstel dat 
jJ 1 < f . Dan is P(z) van de orde _?1 (St. XII) dus van een orde <JJ . 
Als Q ( z) een veel term is van de graad q, dan is e Q ( z) van de orde q en 
~p.(st. XI) en in dit geval is q< 1,0 , omdat q_ geheel is) en/niet. 
;!f(z) = eQ(z)P(z), waarin de orde van eQ(z) en ook die van P(z).C:..f is. 
; ieruit volgt: f(z) is van een orde <.P (Contradictie) dus ,P 1 =f1. 
(;-evol: Wanneer de orde van een gehele functie niet geheel is~ dan moet 
~ie functie oneindig veel nulpunten bezitten~ want dan is orde P(z)) 
· ') orde e Q (z) ~ 0 (want orde e Q (z) = q_ (geheel)), dus .,e_1~, d,w.z. 
~r zijn oneindig veel nulpunten. Als de orde geheel is, dan kan P(z) een 
eelterm of een constante voorstellen en de orde wordt bepaald door 
.:e Q (z). In elk geval> omdat P(z) van de orde f 1 is en e Q(z) van de orde 
, geld t 
p = max ( q , J 1 ) • 
zullen nu deze algemene stellingen over gehele functies toepassen op 
bijzondere geval van de~ -functie van Riemann. De~ -functie is ech-
niet geheel (pool van de 1~ orde voor s = 1). De vroeger daaruit 
geleide functie 
s 
~ (s) = ses21) TT-~ re~)~ (s) 
.is wel geheel, en deze voldoet aan de functionale relatie 
~ ( 1-s) = S es) . 
~B_t_e_l_l_i_n __ x_rv_. De gehele functies 
s 
s(s) = s(s21) 7T- "2" re~)~ (s) 
€Wi 's: 
( 21 ) 
(22) 
- 23 -
Volgens (4) (pag. 8) geldt voor v> 0 t > 1 met N = 1 
(X) 
I 
r- ( s) = 1 + s ) [xJ- x + i dx 1 ii. ) 1 xs+1 + ~ - -
Dus voor u ~ ½, I s-1 I)> A: 
co 
)(s) = O( Is/ f ~) + 0(1) = olsl . 
1 i"j 
Uc.. 
voor v ~ ½; I s I> 1 volgt ui t ( 21) 
~(s) = O(eAlsl loglsl) = O(e Isl 1+€.). 
~ (s) = S (1-s) geldt deze uitkomst ook voor er~-~, 
Orde van g ( s) ~ 1 • dus algemeen. 
Q)at de orde precies = 1 volgt uit het feit, dat voor reele waarden van 
;,s voor s --I), m 
I log~ (s)rv2- 8 , logs(s)"--J ~logs. 
•egens (22) is dus ook: };, 
-:::-- (z) = O(eA lzlloglzl) (lzl>A) 
~n ..:;:_(z) is van de orde 1. Wegens 
~ ( 1 -s) = S ( s) 
::= ( z) = -=- ( -z) 
P1us - ( z) is een ~ gehele functie en..;:_( V~) is ook een gehele func-
itie van de orde ½. 
/( Wegens het gevolg van St. XIII heeft 'Z.( Vz) = ~ (½ + i Vz) dus 
~~oneindig veel nulpunten, waarvan de convergentie-exponent = 1. Dus ook 
j~(s) heeft oneinclig vele nulpunten. ~ (s) bevat niet meer de triviale 
rulpuntc:n -2, -4, -6 van ~(s). Deze zijn geelimineerd door de verme-
~~igvuldiging met r(f). S (s) b8vat (evenmin als S (s)) nulpunten voor 
f'u) 1, dus ook niet voor if<O. Alle nulpunten van S (s) (oneindig 
aantal), dus oak alle niet-triviale nulpunten van~ (s) liggen in de 
trook O ~ u ~ 1. Ui t het voorgaande volgt, dat ze complex z1Jn, en 
indig in aantal. (Er liggen geen nulpunten op de reele as op 
1 1 zoals volgt uit 
( 1 -2 1 -s) ) ( s) = 1 - _1 + l - ... > O voor O < s < 1.) 
2S 3S 
Voor -=- ( Vz) geldt 
_f1 =J= ½ (St. XIII) 1 
p = [.f1] = 0 (p. 20). 
nulpunten van ;:( Vz) (b. v. b 1 , b 21 ••• ) leveren dus de convergente 
1 p+1 
eks \ - \ 1 d d k van de niet triviale nulpun-L._ T'67"" -L.~ 1 ; us e ree s 
ak van S ( s) { ak = ½ + i \Jbk} levert de convergente reeks 
LI 1 2· 
ak! 
NA THEMA TIS CH CENTRUI\l 1 
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IX en X 
Het factorisatietheorema van Hadamard-Weierstrass voor de functie. 
Stelling XV. 
(b 0 constant) (23) 
en 
(b = b 0 +½ logn-), ( 24) 
waarin de producten zich ui tstrekken over alle com;plexe nul:punten van '$Cs). 
Bewijs: :Daar de orde van S (s) (en ook van 5 (s)) = 1, is 
s 
~(s) = eQ(s) U(1 -~)eJJ, 
') JJ .JJ 
waarin Q(s) een veelterm is van de graad ~ 1. Dus 
met - .1. 
- 2 j 
waarmede (23) bewezen is. (24) volgt uit (23) met beh~lp van de f'unctio-
naal-relatie (21) (voorgaande syllabus, p. 22). 
Gevolg: (24) kan onmiddellijk warden herleid tot 





b + 1 - 2 I'{ i). (26) 
:De functionaal-relatie 
levert 
(27) ~'(1-s) 1 217 rr t srr + r''ts~ + t;•(s) 
- ~ (1-s) = - og - 2 g 2"" r s ~-
In de omgeving van s=1 geldt 
TT STT 7T 7T( ) 1 ( I I ) 2 tg ~ = 2 cotg r 1-s = - s-1 + 0 s-1 · 
'~f~~ = j,~~j + 0(ls-11) = -C + 0(!s-1/) (C = const 0 v.EvJ'"'~ 
~ = - 1 + C + 0( I s-11 ) • SW s-1 
- 26 -
Neem in ( 34) ( voorlopig) 1 < CT ~ 2; It I> a 1 , dan volgt ui t de defini e 
(33) 
J{(3g(0-)+4g(O-+ti)+g(cr+2ti) <o-~1 + A1 log( \tl+2). (35) 
Anderzijds geldt voor s =O~ s =v+ti, s =0'+2ti: 
(j -/3 
cli'f(s) ~ ;Jf(s~, + ;) ~~c~=J12 + 1~12) > is-_p} > o, 
waarinj) =/+fi, terwijl f O =ro + /oi een willekeurig gekozen nulpunt 
is. Dus 
1?(3f(a-)+4f(cr+ti)+f(cr+2ti)) >. 4 (~-/3o) 2• 0 l (O--/o) +( t-fo) 
Uit (36)? (34) en (35) volgt~ 
(36) 
4(CT-Aa) < 3 (I I ) 2 1 2 o--4 + A1 log t +2 . (er-po ) + ( t-/o ) (37) 
De beperking er~ 2 kan nu worden o:pgegeven, onder eventuele vergroting 
van A1 , omdat het linkerlid _< 4 <. 4 voor CT> 2. Kies in ( 37) 0--130 
t = f o' 
Onder weglating van de index O gaat (37) over in 
<T~fa - a-~ 1 <A2 log(lfl+2l, (<T>1) (38) 
waarin f = p+ /i een willekeurig nulpunt met lrf 1 > a1 betekent. Ui t ( 38) 
volgt ten eerste 
(3 < 1. 
Want als j3 = 1 zou zi jn i dan zou het linkerlid--) v::i voor 0---"? 1 + 0. Dus 
, voor ieder CY';> 1 kan geschreven worden Cf= 1 + A ( 1-f) met A> 0, waardon.,... 
(38) overgaat in 
Voor A> 3 
i-¼(-r.h - i) < A2 log( '{l+2). ( A> 0) 
is het linkerlid > O, i.h.b. A= 4 geeft 
~ < 20 A2 log(l!/+2) 
of 
met 
/3 < 1 - 20 A2 l~g( l/1 +2) ~ 1 - log(~/ +2) 
11rr • ( 1 1 2) a= 001n 20 A , a 1 og , 
2 
w.t.b.w. 
'.1Jil'1J...1..L.J,,;A,l.u..cl...l,.-&..a...,v.i...i. __ .._,_ ..... _..,,.,_, 
'2de Boerhaavestr. 49, 
j). m s t e r d a m - 0. 
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XI 
Stelling XVII. Wanneer a het getal is uit stelling XVI (begr-enzing van 
w 
. et nulpuntvrij e gebied er > 1 - log( ~t 1 +2 )) dan geldt voor ieder posi tief 
etal b < a voor t ~ t 0 ~ 3 in het gebied (J)1 - log(~tl+2) · 
I ~ f : j I < c 1 o g3 t. 
ewi ·s: Schakel tussen b en a 2 getallen b1 en b2 in, dus b ~ b1 <: b2 <a.. 
oor er> 1 geldt 
logt;(s) = L 1ms· 
p,m mp 
iog S ( s) is analytisch in t ~ t 0 ; 
ische cirkels met middelpunt 
1 3 er > 1 - log(~ t 1 +2). Kies 2 concen-
s = 2 +( lt1+2)i 
stralen ° b 
2 b1 
R = 1 + log( ltl+2) en r = 1 + log( lt1+2)· 
st groot genoeg wordt gekozen, liggen beide cirkels in het nulpunt-
a ije gebied 0--> 1 - log( 1 ti +2). Want 
b2 b2 
It I+ 1 - log( 1 t 1 +2) ~ v ~ It I+ 3 + log( It I +2) 
. b2 
u ~ 1 - log( 1 t 1 +2) ' ( 1 ) 
aarin u+iv een willekeurig punt van de grootste oirkel ls-s 0 l~R voor-
_telt. Voor voldoend grote t (t ~t1 ) is het rechterlid van (1) zeker 
roeger 
us 
a > 1 - -------------
2 log( !ti+_ 3 + log{1t1+2)) 
is bewezen (stelling IV), dat in hetzelfde gebied geldt 
lt;(s) I= 0 { log( ttl+2)} < c1 log( ltl+2) Jr. {logt;(s)} = loglt;(s)j < log c1 + log log( ltl+2) 
< c2 log log( l ti +2) 
~(s 0 ) -=s{2 + (ltl+2)i} is begrensd .Jo, 
tf( { lo·g t; ( s O)} = c J. 
as nu de ongelijkheid van Borel-Hadamard-Caratheodory toe (stelling 
,,lII~). Voor l s-s 0 I ~ r <. R geldt 
\ ffs logt;(s)I ~ · 2R,; {c2 log log( ltl+2) + c3} = (R- r) 
2 log( lt\+2){1og( ltl+2)+b2} {a2 log log(lt\+2)+c3} 1 
= · <_ c log- t. 
/i,.. ... \ 
- ~ti ·-
Deze ongelijkheid geldt i.h.b. op de horizontale straal van de cirkel, 
aan de linkerzijde. Rechts van s 0 geldt de ongelijkheid vanzelfsprekend, 
wegens ("../.:') 




nu gereed om met de c; -functie de kri tieke strook binnen te 
XVIII. L.Acn) 
n~x 
-cx1 V log x 
log~= x + O(xe ) 
( de getallen 0( 1 ,o< 2 ,... zijn eindige posi tieve getallen). 
Eewijs: Voor 0-' > 1 is 
- s'(s) -E A(n) 
t; ( s ) - n= 1 n 8 • 
Voor AO'= 2 < _, \..(n) 
is de absolute waarde van de algemene term van het rechterlid 
~ 2 ' n 
dus de reeks rechts convergeert dan absoluut .• Eeschouw 
2+ coi 2+coi 
r x s ~ ,c s) as = + ~ r 
2-l~i ~ t; ( s) 2.!coi 
c..o J2+ooi ( ~) s 
= + L_A(n) -- ds 
1 2 . 2 n= -coi s 
(2) 
, (verwisseling integratie 
+er.:, 
\ xs l x2 en somma tie geoorloofd wegens . 2 = ~ ter-
2+cni s 4+t 
;.;wijl J' 5" convergeert). 
-c..o 4+t 
De bekende integraal f ~ ds (a re~el) 
2-Coi s 
D C 
wordt gevonden door contourintegratie. 
Neem een cirkel met straal R om O (R~C':'). 
Enige singulariteit is pool van de 2~ 
orde in O met residu ~- Voor a< 0 is 
langs de boog ACE 
I esa I 9R coscp a 8 2a 1 ~ = - 2 <..--:::-2" <~-
s . R R R 
De stelling van 
.I ½ ds = f ½ ds - 0 
rechte AE s boog AE s 
Cauchy levert: 
als R--7 v:>. 
Voor a~ 0 nemen wij de boog ADE. Daar langs is 
I e:; I= 9R c:;J a < •:;. 
Stelling van Cauchy 
J 
rechte AB 







~ ds = 
s 
27Tia 
= 2 ?Tia, 
(a~O). 
- £'.'.:} -
Stel in (2) 
X 
a = log -n 
2+co1 (~) s J n d 2 7Ti log ! 2 . ~ s == n 
-u.:>l S = O 
(x ~ n). 
(:x:> n). 
Uit (2) volgt dus 2+v0i 
~ A X 1 f x 8 (::_; 11 s ) 
/ J \_(n) log n == - 277i 2 . ~ "t;(s) ds, 
n!$X -CIJ1 S 
De laatste integraal wordt nu onder gebruikmaking van de stalling van 
Cauchy zover mogelijk binnen het kritieke gebied gelegd, zonder de nul-









t ) I 
III en III' worden bepaald door 
b CJ= 1 - log(ltr+2) (b uit st. IVII). 
Op de rechte stukken II en II' is 
I z 
I 
I½ ; 'ts~\< 4 log3lwl (st. XVII). 1s ".::)SI w 
De weglengte is< 2, dus de bijdrage van 
de contourintegralen over II en II 1 --? 0 
als W ➔ uo. 
Op de stukken III en III' is 
b 
b log x 
log( ! t I +2) <( 
/ - \/ 2b log x' log3 t {itl +2} ½ 
"--... c2x e 2 • 
t +¼ 00 
f 1 < 2 - V 2b log x' Jioe:3 t {!ti +2}½ dt + J c2x e 2 
III III' 0 t +¼ 
integraal oonvergeert, dus 
11 + I£,\~ O(xe- \f2b log X) , III 
2+coi 
= LA(n) 1 
2Li 
x 8 t::_(s) :x: ds log - = 
- ~rri ~ i";Cs) n n~x 
= 
x + O(xe- V 2b log x), w.t.b.w. 
M.ATHE:MATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49, 
A m s t e r d a m - O. 
- jU -
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XII 
Stelling XIX. L log p -a1 V1og x log x = x + O(x.e ) p 
P.$ X 
Bewijs: Volgens definitie is 
( 1 ) 
L A(n)log ~ = L_ log p 
Ilf X p ~ X 
log~+ L__ 
Pm.S x 
m > 1 
log p log x m· 
p 
In de laatste som 
L- log p log xm 
pm~ X p 
ID > 1 2 
term< log x log x = log x. is iedere Deze som is dus 
~ log2 x >n ) m. 1 ~ E IfoH] log2 x ~ ~ 12.g____! 1 og P 
p ~ xm m :$ logp p ~ -:;!I 
l 3 .i. 3 11 < log x log2 x TT(xm) < log XTT(x2)< lo~ x vx = O( Vx ~x). 
-..; log 2 ---. log 2 · og 2 
Volgens stelling XVIII is dus 
C1og p log~ = L .11\_(n)log ii - L. log p log xm = 
p ~ X n~ X pm~ X p 
m>1 
-a1 \/lc;gx , 1 3 -a1 Vlog ~ 
= x + O(x.e .' )+ 0( vx.log x) = x + O(x.e ) 
w.t.b.w. 
Stelling XX. 
-a2 I/log x L log p = x + O(x.e ) 
p~x 
a1 --.--+· 
f' ("' - 2 \/leg x 
Bewijs: Stel O = o (x) = e . Volgens st. XIX is 
L log p log !. = x + o(x. c) 2 ). 
p~x p 
Vervang x door x(1+6). Wegens 
-a1 V_l_o_g_x_(_1_+~o-) -a1 V log x 
( 1 + S) x e < 2x e 
is 
= x(1+0) + O(x. /5 2 ). ~ x(1+S) L- log p log p 
p{x(1+6) 




log(1+ d) C1og p + L log p log( 1+ 6 )x = Sx + O(x .. J' 2 ). 
p ~ X X<J)~( 1 +d)X :p 
De 2e som is ~ O en 
Dus 
1 2 1 ( 1 I:" ) ~ 1 < (\' 2x ( .r- 2 :::; og x og + u t__ ., log 2x = O o x log x). 
x<n~( 1 +d)x 
~ (' · 1'2 r 2 1 ___ u,__.._..... ( 0 ) o x log x 
/_ og P = log(1 + J ) x + O log(1 + d' )x + O( log(1 + 6 ) ) = p~x 
={1 + o(S)}x + O(dx log x) = x + O(cf x log x) = 
a 1 ----· a1 ____ a 
- 2 V1og x - TVlog x -41 V1og x 
= x + O(xe log x) = x + O(xe e ) = 
- a1-.; V1og x 
= x + 0( xe 4 ) , w. t. b. w. 
Stelling der priemgetallen in verscherpte vorm. 
? du -a3 V1og x Stelling XXI. TT(x) = L... 1 = ..J 1 + O(xe ) . 
< X 2 og u a 
P-.c 1 V 
-· - T log x 
Bewijs: Stel L log :p - x = g(x) (= O(xe ) ) • 
p~x 
Voor n geheel ?:- 2 is 
( ) ( ) flog p-1 voor n = :p g n - g n-1 = 1 -1 in alle andere gevallen. 
Dus [x] 1xl [xl [x]-1 
JT( ) _ L 1 _ ~ g(n)-g(n-1) _ ~ ~ - L gtn) = 
, x n=2 log n - n=2 log n - n=2 Iogn n=1 log n+ 1 ) 
[x] 
= L g(n) ( lo~ n - log(n+1)) + logf f~ +1) · 
n=2 
Dus I [x] \ [x] TT(x) - L lo~ n ~ Max jg(n)\{L(10 ~ n -
n=2 2~n~ [x] n=2 log( n+ 1) + logQ~+1)}~ 
a1v--
- 4 log x jg(n)I =O(xe ), 1 






1 + - T log x 
log n O(xe ). (5) 







n=2 log n -
fxl n [x] n 
t=_ j du + 1 < L j du + 
n=J n-1 log n log 2 'n=J n-1 log u 
X 
1 _( du 
+ log 2 ~ 2 log u + 0( 1) 
ex l n+1 
-- J ~ ~=~ n 
[x] +1 X 
du > J du > t du 
log n 1/ 2 log x { log u' 
[X] X 
L 1 -J du + 
n=2 log n - 2 log u 
0( 1). 
en (6) volgt: a 
x du - -f V1og x 







du u Ix + Jx u du 
log u = log u 2 2 log2u u =' 
X 
x / du ( ) 1 + J 2 + 0 1 = 
og x 2 log u 
\Ix X 
= X + J du + _/ __2~ + 0(1) = 
log x 2 log2 u Vx log2 u 
= X + 0 ( ~ \Ix) + Q ( X ) + 0 ( 1 ) = 
log x log 2 l.og2 ( Vi) 
= lo~ x + O(Vx) + O( 2 ) + o( 1 ) = lo~ x + 0 <10~ x), 
log x 
7T(x) = lo~ x + O(lo: X) 
~ en kleinigheidj e: 
(stelling der priemgetallen). 
Ling XXII. Pr -o.:i r log r of 
j s: 
r log Pr 
lim 
r~c-o Pr 
lim (log r + 
r~uo 
lim (log r 
r ➔ Ct:> log Pr -
lim 
r ➔ <'.1/.> 






Pr - log 
= 1' 
1 ) == o. 
lim 
r➔ co 
r log Pr log r 
= 1 ' w.t.b.w. 
2de Boerhaavestr. 49, 
Amsterdam -0. 
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XIII 
. 
De Stelling van Hardy, over de nulpunten van t; (s) op de kritie~ 
lijn. 
In 1914 heeft Hardy de belangrijke stelling bewezen, dater op di 
kritieke lijn O'= ½ oneindig vele nulpunten van t; (s) zijn gelegen. 
(Hardy C.R. 158 (1914), 1012-1014). 
Voordat wij tot dit bewijs overgaan, zullen wij eerst enige a1ge· 
mene beschouwingen geven. 
Uit de functionale relatie van Riemann 
t;(1-s)= 21-s 7T-s cos T r(s)t;(s). 
( .s 
volgt met: ~(s)= s ~- 1 ) 77-~ r(~)t;·(s) 
dat f;(s)=~(1-s), ( 1 ) 
waarin ~ (s) een in het rechterhalfvlak er~- O gehe le analytische func 
vans is. 
Uit (1) volgt: 
~ ( ½+ it) = s ( ½ - it) • 
Hieruit volgt: 
~(½+it)=,t;(½-it) is reeel voor reele waarden van t . 
Wij hebben reeds vroeger gesteld: 
t;(½ +it)= - (t). 
Dus de functionale relatie komt neer op 
( 2) 
zodat - ( t \ een ~ functie van t is. 
Het bewi,ls van Hardy kan nu het gemakkelijkst worden gegeven door 
beschouwing van de functie 
Of: 
_ _Rt 
Zit) = --=-(t)e~ 
t2 + 1 1J:' 
r ( t) = 
s TTt 
= - ½Tf- ~ r(f)<;(s).e4 
(3) 
(CT=½). (4} 
ui~ \)} voig~: 6\vJ is reee1 voor reele waarcten van t. 
Uit (4) volgt: De eventuele nulpunten van 't;(s) op CJ'=½ corresponderen 
met de reele nulpunten van Z(t). 
Wij zijn dus klaar, als wij kunnen bewijzen: 
Z(t) heeft oneindig vele reele nulpunten. 
Het idee 
gr~len 
van het bewijs 
2T 
berust nu op de 
2T 
vergelijklng van de beide inte-
Jz(t)dt 
T 
en /rz(t)I dt (5) 
Als n.l. Z(t) slechts een eindig aantal reele nulpunten bezit, dan 
is Z ( t) voor t > T (T groat genoeg) van onveranderlijk teken, en de beide 
integralen (5) zullen dan in absolute waarde gelijk zijn. 
Het zal bl ijken, dat deze veronderstelling tot een contradictie voe rt. 
Hiertoe maken wij gebruik van de volgende hulpstelling (Cshen-Mellin). 
Stelling I: Voor k)O, ?f'(y)>o, y-s = e-slogy (larg yl<f) is 
k+iCI.J 
2~i / r(s) y- 8 ds = e-y • (6) 
k-i(:;0 
Bewijs: Integreer ~/r(s) y-s ds over onderstaande rechthoek 
B C 
+ (N-1/Ji B 1 mi" 




Op A1J en BG= 
D -(N-1/'),)t A 
f r(s) y-s1 ==0 I eslogs-slogyf 
=0 I J1costplog;-Jsinf·f-pcoer;1oglyl -ij)Siny>.O<r = s =j)e 1 'P 
I l 10< Y = Y e 
=O j 8 pcosSo(log_p-log lyl)+ (N-½) (SCJ-0<)\ == lo<l < 7; 
N i I klog ly-f -=0 e (N-½) (arg B-lo(I)., -"7 O voor N --4 e,.,o 
7T 
wegens arg B ➔ ~ • 
D B 
Hieruit volgt gemakkelijk., dat 
C j maken wij gebruik van 
j enf~ O voor N ➔ o::i. 
A C 
Voor 
D . TT 
r(z) r( 1-z)= Sl.nTTz 
A 
r {-(N-½ )+it} 2TT = ( . ,N( m -1T1E) 
-1 I e +e 
1 { -mtl ( -Nl'""a»J __ ;.._ __ = o 211'e e 
r(N+½•it) 
- ):i -
nus:f r(s) y-s I = o (e-rrltl-NlogN-_pcoSJ)loglyl+psin_so.Q{)"" 
= 0 
= 0 
( 8 - iTltl -NlogN+N J log I yl/+ Nlod ) = 
-N{log A- -lex!} ( e y ~ )-? 0 met N ~ u::> 
Hieruit volgt: 
C j-1 O als N ➔(/.). 
D 
r(s) heeft polen van de 1~ orde ins= 0,-1,-2, ..• 
residu in -k = yk lim 
s➔ -k 
(s+k)r(s)= yk 11m 
S4-k 
- yk TT s+k 
- r(1 +k) lim s➔ -k (-1 )R sin77(s+k) 
Eindresultaat voor N ➔ v:,. 
k+ic.,o 
2;,i f r(s) y-s ds = 
k-ie,,,::i 
Hieruit volgt 




= (-1) h· 




2+1u:, s c.✓-:, fr(;) t;(s)x- ~ ds = L 
2-iu::, n=1 
1 








Nu gaan wij over tot het bewijs van de stelling van Hardy. 
(7) 
Verschuif in (7) de integratierechte naar CT=½. Dan wordt een pool 
gepasseerd bij s = 1 ( pool van t;( s)). 
Residu= r(½) .x-½ = I/;. 
Dus: 
½+iu:i s 
-1 -~ ~~i J r ( ~) ½ ( s ) x ds 
½-1u.:> 
Dus in verb and met ( 4) 
+ <:.,/j 7Tt 1 1.t 
2 
-n X e 
~ J e- ,- Z ( t ) (rrx )'If +-"2" i dt = -y;(x). 
Stel 
-<:.r.:::> 1T r-
i ('2" -o) 
x = TTe 
7T 
- 1f t 
Uit (3) volgt, date 
een even functie van tis. 
-
( 8 klein > 0). 
Z(t)= 7(z) 
t-t-t 
-\ft: = <f(x). 
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De voorg~ ~1tkomst gaat nu over in~ 
· y¢.Q . Trt 7T 1 1 t 
.1 e Z(t) e dt = I ... ~ 1(~ -c)(- lf.,. 2> ..,,. . 
. ... - t<f -8} JV., -rrt f 1(¥ -J)l 
= 2" 7T 
O 
cosh {<f-J)½} e T Z(t)dt= -(ff""-e J= 
Cl'.) 
= O(~ e-n27Tsind )+ 0(1)= o( j e-u2rrsind du)+ 0(1) =O(J-½) 
1 0 (8) 
Neem nu aan, dat Z(t) /: O voor t> t 0 • 
Voor T > t is dan 
0 
2T I /2T ' J I Z(t)it= Z(t)dtl .( e I J e¥-ih e-'1;fz{t)dtl< 
T T T 
C/.) nt I I [ (1rt t - r 1. < 2 e cosh -zr - ~)e z(t)dt = O(T2 ) 
0 
(9) 
Anderzijds is volgens (4) 1 it 
f I I I rrltl I -hr+ 2 )log7T,..., it I Z(t) = ½ t;(½ + it) .e 4 e I (¾ + 2 ) = 
I t 7Tltl e- ¼ ll)g7i,e(,¥- - i)log( 1J+}>-(NHilog27T+o(~)I= == ½ ½(½+it) e-r-
-,.,-1 1 1 (t2 1 ltl . I I 1 
1 \,.._ 1 I -zr tf - 1j:' logTT -lflog "Ij:"+16)- 2 arctg2 t - 4 + 
= 2 .._, (-2 +1 t) t e • e 
+½log 27T + O(t) 
= ½ (~ + "f6")-i e- }1og7r+½log2tr-{ e~ arc tg ~ +o(}1t;{½+it~:, 
1 ~ > Altl- "lf f½(½ + it)} voor t > t 0 
Dus: 2T 1 2T f lz(t)ldt)A.T--zr J It;(½+ it)Jdt > 
T T 
1 2T 
> A. T -2r l ./ ½ ( ½ + it) d t f 
T 
Door contourintegratie vindt men: 
2T ½+21T 2+iT 2+2iT 
1 ft;(½+ it)dt= J t;(s)ds= j + J + 
T ½+iT ½+iT 2+1T 
Voor 0-~½ is t;(s )== p (VT). 
Dus de som van de 1~ en 3~ integraal rechts is 0( VT). 
De middelste integra.al is 
( 10) 
½+2iT 
J ( 11 ) 
2+2iT 
2+21T 2+21T f ] •1 T t-0(1), ( ,,. "'' \ 'c:. .: 
2+1T 2+1T 
( 1 O) en (: .. : geven: 
I] t; <; + 1t) dt\- T + o(\IT). 
T 
Uit (10) en (13) volgt 
2T i J 1 Z(t)\dt > A.T • 
T 
Dit is in tegenspraak met (9). 
Dus voor iedere waarde t 0 is er ten minste nog 1 getal t 1> t 0 met 
Z(t)= 0, w.t.b.w. 
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XIV - X!l 
~~-~~~E!~~~~Eg~-~~!3E~~~~g~-~~g von Mangoldt ~~~E-g~!-~~~!~~-££~-
E!~~~-g~!Eunten_van_de ~ -functie. 
In zijn klassieke verhandeling van 1859 gaf reeds Riemann zonder 
bewijs zulk een uitdrukking 9 nl: 
N(T) = 2; log 2;- - 2;'.,-
(bis auf einen Bruchteil von der Ordnung der Grosse;). 
Voor het eerst is volledig door von Mangoldt in 1905 bewezen: 
( ) T T T NT = 27T log 2"77 - "'Z7r + O(log T) 
(Math . .Annalen Bd 60, 1-19) 
nadat hij reeds in 1895 dit vermoeden van Riemann bijna volledig had be-
wezen (Eet een restterm O(log2 T) i.p.v. O(log T)). (Journal flir die 
reine und angewandte Mathematik, Bd 114 9 S. 225-305). 
Bij dit bewijs zijn weder enige hulpstellingen over het asymptotisch 
gedrag der r-functie nodig. t 
Hulpstelling 1: Voor W>o isl[(r;,1 (~~~) = logw+ O(w-1 ) 
("..,0 
Bewijs: Uit r;~~j = - C - .l + \ cl - ....L.) volgt! s f__.1 n s+n n= 2 c..,o 
+ L (.1- -
n=1 n 
UJ 1 
2 n 2) = -C + L. (- -
n +W n=1 n 
+ (JJ2 
c~ w2 w2 
; - 1 -r-- 1 ~ n + o(w2 
- 2 2 = -C + L-. - - L--r 2 2 
2 n( n + u) ) n=1 n n==·1 n + uJ 





2 f u du 
= -C + 2 log lD + C + 0( W - ) - 2 2 + O(r.1J -1) + O(u.> -2) = 
0 u +w 
= 2 log U) + 0 ( W - 1 ) - 2 log W + 0 ( W - 2 ) + log ld = log ~.JJ + O( w-1 ) • 
Hul:pstelling 2: Voor -1 ~a~ 2 en voor 0--~ 2, t? 0 is gelijkmatig 
I r ta+w~J = O(logc0). r lT+ Wl 
Bewijs :Ui t de::..in stelling 1 gebruikte formule voor ~ volgt in di t r;e-
bied, als LU~ 2 is: 
I r;f ~j I < 1 + ½ + C/.:.1 lslL nl!+nl, dus wegens 
n==1 
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I s+n I>- ls+1f 
js+n I~ n-1 C-0 
Jr'fs) l < 2 + Isl 1 L 1 lslr=_ n'ls+1 f + Isl n(n-1) < 2 + r s) 
n=1 n= rs 1+1 
ls I { log l s I + C J + Isl < k log Is I < k log W + ls+1 I Is I 
met k > 3 Isl + C , due k = Io! 2 + 2 kan volstaan. log I st+ Ts+11 logtsl 
Hulpstelling 3: <T = CT0 is een vast getal uit het interval -1 :!::: CT~ 2. 
w j r' (cro+ti) ll_( r (a, +ti) )dt = Wlog UJ - W + 0( log W ) . 
1 0 
Bewijs: a) ·Voor o-0 = O passen wij hulpstelling 1 toe: 
w w 
flf( ~~~i~)dt = j (log t + O(t-1))dt = WlogW - W+o(log W). 
1 1 
over de 
b) Voor andere waarden van cr0 uit 
rechthoek (o-0 +1, o-0 +W1, Wi, i). 
0-0+Wi i 7 ~(:lda ~ f 
cr0 +1 o-0 +1 
-1 ~ 0- ~ 2 contourintegratie 
a-0 + uJi 










o-0 + Wi Wi 
7 ~ds=J ~ds + O(log u.J) 
o-0+1 
<7'"0+ Wi 
:/ y ~f:j ds = 
°c)+i 
4} 
Ii r' (<To+t1) 




:)' f %ffi ds + 0 ( log lc..l ) 
+ o( log u) ) = 
= ~>log u> - W + O(logu.,1) volgens geval a. 
Nu komen de nulpunten der t; -functie in het geding. 
Stelling I Voor T > O stel t N( T) het aental nulpunten JJ = j3 + / 1 van 
~(s), waarvan O < { ~T is. 
Dan is: 
N(T+1) - N(T) = O(log T). 
Bewijs: Wij maken gebruik van de vroeger afgeleide uitkomst: 
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= b- s-11 - _21 r'(; + 1) +) (-1- + 1) 
r(; + 1) 7 s-p P 
of I (_L + .!)= t;'(s) -b+ 1 +½ r'{~ + 1) 
_JJ s-p j) ~ s'.:1" r(;+1) 
Voor s=2+Ti is J~I= /- E._ /\ (n) l~- t,1 (2) =O('l) 
t; f n=1 n 8 f t;ITT 
Volgens hulpstelling 2 is, wegens ~ + 1=2 + ;1 
r: <~ +1) r 8 = O(log T) ("2' +1) 
Uit (2), (3) en (4) volgt voor s=2+T1 
dus a fortiori 
Dus 
Voor 
bevat het linkerlid 
~ (-1- + .1)=0( log T) L- s-p P p 
L,_ 1 2 =0 ( log T). f 1+(T-r) 
T < f ~T+1 
N(T+1)-N(T) 
t . d > 1 1 ermen, ie er :.---- 1+1 = 2 • 




-.::;-- I Stelling II: Wanneer L- zich slechts uitstrekt over de nulpunten 
P =f>+J-i, waa rvoor p 
dan is 
Bewijs: 
~' 1 L- ---2 = o( log T). /J (T-J) 
L, 1 :>-; )/ 1 >-[' 1 1 
.P 1 +( T-n) 2 1/ 71 +( T-1) 2 1/ ( T-r) 2 +( T-l) 2 9: 
(5) en (7) leveren het te bewijzene. 
LI 1 








Stelling III: Voor S= ,...,. +Ti; -1 f Cf'$ 2 geldt 
._-I 1 1 
Bewijs: Wegens (2) 
L C3 _n + p)=O(log T). J) F , 
is: 
r l (; + ~) 





\ '\. ( 1 1) I c2 l "' 51 'J;- s+3-:,P + J1 < c1+ 2 log "2" + ~ < c3 log Is I 
Het aantal termen van >_p , die niet tot ~, behoren, is 
< N(T+1)-N(T-1)= N(T+1)-N(T)+N(T)-N(T-1)= O(log T) 
Iedere term 
(_p=O is geen nulpunt). 
Wegens (9) en (10) is: 
l;<s+3-f + ;>- ;::.'<s+3-r + J>/ < C5 log/sl 









N(T)= 2;'., log 2;r - 2~r + O(log T). (Von Mangoldt) 
Bewijs: Neem aan, dat T ~ ordinaat van een nulpunt van 't;(s). 
21T iN(T)= j~J:l ds 
genomen over de rechthoek (2,2+T1, -1+Ti, -1), waarin de basis b1j 
een kleine halve cirkel ingetand is. 
2 J is on2fhankelijk van T 
-1 
2+T1 
r _ L --,...,1 ,...._. ~ 1 ) 
J2 p.m mpm(2+T1) -L__. 2iii • 0(1' 
., p,m m.p 
-1+Ti -1 
27TN(T)== :)' f + :J f + 0(1). Dus: (15) 
2+Ti -1+T1 
Wegens de functionaalvergelijking: 
s 1-s 
r'<;)rr- ~S(e>=r<¥)77- ~~<1-s} 
is: 
C,l1+til _ -½ r· ( 1- ½1 ) ,. r' (--!+ ½il '<:;• f 2-til S -1+ti - r ( 1- ½1) ~ r{-½ + ½1) + log7T- ~ 2-ti 
dus: -1 o o t J . t 
:J J ~ ds= (f'(1'. 1-1+t11 )dt= --! ( ;i-xr' ( 1-.,-i) )dt-½ :Jl' (--!'°2"1 ) )dt+ 
-1+Ti sCsT .,,TO(-:, - 4+ti ~fll'r(1{1) Tl(\r(-½i:1) 
2 T T 
- T log7(+ef ~t=~ ds= ]!t_( r 1 (1-ui))du +lJf( r 1 (-½+ui))du-T :tgrn-0(·1. 
2-Ti o r ( 1-ui) J0 d r (-½+ui) 
Hulpstelling 3 geeft: 
T T 
J)rc;t~=~il>du=J'5rci;.: 1 ~~~ )du=~ log~ - ~ + O(log T) 
0 0 
dus: 
T j ~ r' ( _J;.+ui) T T T t'.I(( r(-itui))du= ~ log '2" - ~ + O(log T), 
0 
-1 
:J'j ~f:~ ds= T log 2;,. - T+o(log T). 
-1+T1 
(15) en (16) geven: 
-1+'1'1 
N(T)= 2~ log 2;,_ - 2;,- + O(log T)+ "2ir" J j ~f =~ ds. (17) 
2+T1 
Het enige wat te bewijzen overblijft, is 
-1+Ti 
:} J ~~=~ds = O(log T). 
2+Ti 
?::;_1{sJ 1 l r'(; + 1 ) )/ 1 1 )II 1 1 ~ =b- s-1 - 2 re; + 1) + 1p <s-p + p>+ T (s-p + ;) 
waarin I:_' gesommeera wordt voor JT-11 ~ 1 
..Po:;;- II 
II 7 fl 11 fl IT-11<1. 
Eerste term rechterlid (18) is 0(1), 2e term 1s O(T-1), de 3e tena is 
O(log T). (hulpst.2). 4e term =(O(log T) (Stelling III). 
. " Het aantal termen van de laatste aom L. uit {18) is O(log T) .. 
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-1+Ti 
/\ff ~ < 7T 
....- sf 
2+Ti 
I 'Ii-') I< { N(T+1 )-N( T-1)} ~ = 0( 1¥-'.'1 Tl. 
Dus 
-1+Ti 
/1.,/ 1 ,;;;-'' 1 1 
J J L ( 8 _.a + n)ds= O(log T). 
2+Ti JJ r r 
(19) 
Uit (18) en (19) volgt: 
-1+Ti 
Y.} ~t :j ds= O(log T). 
2+Ti 
(20) 
Uit (17) en (20) volgt de te bewijzen stelling: 
( ) T T T NT= 27T log ~7T - ff+ O(log T). w.t.b.w. 
Nog een kleinigheidje: 





/ Dnlrv YnN2 11 n 
r (J · log n · 
N(T)N 2~ log T. 
27rN("{n .± 1)0.'(/n+ 1) log Y,n .± 1)ruJn !t0g/n 
Nvn-1) ~ n ~N9"n +1) 
27Tn (/'Jfh log/n·' 
log n l'\.llog Jn 
y n.) 21T n 
(J n log n • 
Opmerking: Als het vermoeden van Riemann juist zou zijn, dan zou 
T T T ( log T) N(T)= ~ log 7Z7T - 271" + O log log T 
Zijn. 
